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　　摘　要：　考虑泛延拓矩阵的ＱＲ分解与广义逆，导出了泛延拓矩阵的ＱＲ分解与广义逆的公式，讨论了系统参数
估计问题．结果显示所给方法既减少了计算量与存储量，又不会降低数值精度．同时推广和优化了文献［８，９］的研究
结果，拓宽了实际应用领域的范围．
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１　引言
　　矩阵的ＱＲ分解是现代数值分析中最重要的工具
之一，它在信号与图像处理、模式识别、控制理论、高质

量统计计算、线性方程组与特征值问题、最优化问题、参

数估计、商务智能、网络安全、基因及细胞分析、大数据

处理等领域不仅有广泛的实际应用，而且也有重要的

理论研究价值［１～１１］．矩阵的广义逆不仅在数学理论上
有广泛研究，而且在信号处理、自动化、系统控制、测量

学、经济学、预测理论、概率统计、数学规划等领域有着

广泛的实际应用背景，尤其是在最小二乘问题，随机规

划问题，回归、分布估计、马尔可夫链等问题，控制论和

系统识别问题、网络问题等研究中广义逆更是发挥着

重要的作用．［１１，１２］许多实际问题的数学模型，都可转化
成线性问题，进而用矩阵解决之；很多当对高阶数据矩

阵进行分解时，若用计算机直接分解，计算量大，效率

低．若能找到矩阵中某一部分与其它部分之间的定量
关系，尤其是当矩阵具有某种行或列对称性时，那么问

题便很容易解决，可以大量节省存储量和计算

量［８，９，１３，１４］，因此寻找矩阵中某一部分和其它部分之间

的结构关系就非常重要．文献［８，９，１３，１４］对行（或列）
对称矩阵的ＱＲ分解或奇异值分解作了研究，获得了深
刻而应用广泛的结果．但文献［８，９，１３］的变换矩阵是
单位反对角阵Ｊ、置换矩阵、酉变换矩阵，在实际应用领
域中变换矩阵一般为正交矩阵，故文献［１４］将变换矩
阵推广到正交矩阵，提出了泛延拓矩阵的概念，研究了

他们的性质与奇异值分解，本文进一步研究泛延拓矩

阵的ＱＲ分解，得到了一系列新结果，给出了泛延拓矩
阵的ＱＲ分解、广义逆及酉相抵的公式和快速算法，极
大地减少了它们的计算量与存储量，推广和优化了文

献［８，９］的研究结果，拓宽了实际应用领域的范围，探
讨了系统参数估计问题及多载波系统中信道矩阵的
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ＱＲ分解问题．这无论是对于矩阵理论或应用（如数理
统计、航空计算、神经网络、对称性检测、信号处理、生物

医学工程、系统辨识、控制论、声源分类、基因组关联研

究、物理学、量子化学、经济学、商务智能与大数据处理

等等）都是很有意义的．本文用ＡＨ与Ａ＋分别表示矩阵
Ａ的共轭转置阵与ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆，Ｃｍ×ｎ表示 ｍ×ｎ复
矩阵集．

定义１［１４］　设Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｍ阶
正交矩阵，则称：

Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝

Ａ
Ａ１


Ａｋ











－１

（其中Ａｉ＝ＱｉＡ，ｉ＝１，２，…，ｋ－１）
为Ａ的ｋ次泛行延拓矩阵，Ａ称为它的母矩阵．
定义２［１４］　设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｎ阶

正交矩阵，则称：

Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝（Ａ，　Ａ２，　…．　Ａｋ－１）（其中 Ａｉ
＝ＡＱｉ，ｉ＝１，２，…，ｋ－１）
为Ａ的ｋ次泛列延拓矩阵，Ａ称为它的母矩阵．
由文［１４］可知：泛行（列）延拓矩阵是行（列）对称

矩阵［８］、行（列）酉对称矩阵［９］与行（列）延拓矩阵［１３］的

进一步推广．
由定义１与定义２易得以下性质：
（１）ｒａｎｋＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ｒａｎｋＣ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）＝ｒａｎｋＡ．
（２）［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］

Ｈ＝Ｃ（ＡＨ；ＡＨ１，…，Ａ
Ｈ
ｋ－１），

［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
Ｈ＝Ｒ（ＡＨ；ＡＨ１，…，Ａ

Ｈ
ｋ－１）．

（３）设Ｘ∈Ｃｍ×ｍ，Ｙ∈Ｃｎ×ｎ，则
Ｒ（ＡＹ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｙ，
Ｃ（ＸＡ；Ｑ１，…Ｑｋ－１）＝ＸＲ（Ａ；Ｑ１…，Ｑｋ－１）．

命题１［１１］　设Ａ∈Ｃｍ×ｎ，则对任何酉矩阵Ｕ∈Ｃｍ×ｍ，Ｖ∈
Ｃｎ×ｎ有ＵＡＶ的ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆：

（ＵＡＶ）＋＝ＶＨＡ＋ＵＨ

２　泛延拓矩阵的ＱＲ分解

２１　泛行延拓矩阵的ＱＲ分解
定理１　设 Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｍ阶正交矩阵，Ａ

∈Ｃｍ×ｎ（ｍｎ）的 ｋ次泛行延拓矩阵为 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）∈Ｃ
ｋｍ×ｎ，若有酉阵Ｕ∈Ｃｍ×ｍ使ＵＨＡ＝

Ｒ( )Ｏ，其中Ｒ
为ｎ×ｎ上三角阵，则存在酉矩阵．

Ｐ＝

Ｕ

槡ｋ
Ｕ

槡２
Ｕ

槡６
…

Ｕ
ｋ（ｋ－１槡 ）

Ｑ１Ｕ

槡ｋ
－Ｑ１Ｕ

槡２
Ｑ１Ｕ

槡６
…

Ｑ１Ｕ
ｋ（ｋ－１槡 ）

Ｑ２Ｕ

槡ｋ
Ｏ

－２Ｑ２Ｕ

槡６
…

Ｑ２Ｕ
ｋ（ｋ－１槡 ）

… … … … …

Ｑｋ＝１Ｕ

槡ｋ
Ｏ Ｏ …

（１－ｋ）Ｑｋ－１Ｕ
ｋ（ｋ－１槡

























）

使 （１）ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ 槡
ｋＲ( )Ｏ ；

（２）［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝

１

槡ｋ
Ｒ＋( )ＯＰＨ．

证明　（１）由条件容易验证，ＰＨＰ＝ＰＰＨ ＝Ｉ，即 Ｐ
为酉阵，又

　　ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｐ
Ｈ

Ａ
Ｑ１Ａ


Ｑｋ－１











Ａ

＝

槡ｋＵ
ＨＡ
Ｏ












Ｏ

＝ 槡ｋＲ( )Ｏ ．

（２）由（１）、命题１及文［１１］知，
［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］

＋

＝［Ｐ槡ｋＲ( )Ｏ ］

＋

＝ＩＨ 槡ｋＲ( )Ｏ
＋

ＰＨ＝
１

槡ｋ
Ｒ＋( )ＯＰＨ．

在定理１中，若取 Ｑ１＝Ｊ１，Ｑ２＝Ｊ２，…，Ｑｋ－１＝Ｊｋ－１，
则可得文［８］定理１，并且本文定理１中的酉矩阵 Ｐ比
文［８］定理 １中的酉矩阵 Ｑ更加具体简洁；若取 Ｑ１，
Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为酉变换矩阵，则可得文［９］定理 １；因
此，定理１推广了文献［８，９］的结果．

定理２　设 Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｍ阶正交矩阵，Ａ
∈Ｃｍ×ｎ（ｎｍ）的 ｋ次泛行延拓矩阵为 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）∈Ｃ
ｋｍ×ｎ，若有酉阵Ｕ∈Ｃｎ×ｎ使ＵＨＡＨ＝

Ｒ( )Ｏ，即ＡＵ
＝ ＲＨ( )Ｏ，其中Ｒ为ｍ×ｍ上三角阵，则：
Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｕ＝Ｒ（Ｒ

Ｈ( )Ｏ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）．

证明 　 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｕ ＝

ＡＵ
Ｑ１ＡＵ


Ｑｋ－１











ＡＵ

＝

９０３
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ＲＨ( )Ｏ
Ｑ１ Ｒ

Ｈ( )Ｏ


Ｑｋ－１ Ｒ
Ｈ( )











Ｏ

＝Ｒ ＲＨ( )Ｏ， Ｑ１， …， Ｑｋ( )－１ ．

定理３　设 Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｍ阶正交矩阵，Ａ
∈Ｃｍ×ｎ（ｎｍ）的 ｋ次泛行延拓矩阵为 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）∈Ｃ
ｋｍ×ｎ，若有酉阵Ｕ∈Ｃｎ×ｎ使ＵＨＡＨ＝

Ｒ( )Ｏ，即ＡＵ
＝ ＲＨ( )Ｏ，其中Ｒ为ｍ×ｍ上三角阵，则存在酉阵

Ｐ＝

Ｉｍ
槡ｋ

Ｉｍ
槡２

Ｉｍ
槡６

…
Ｉｍ
ｋ（ｋ－１槡 ）

Ｑ１
槡ｋ

－Ｑ１
槡２

Ｑ１
槡６

…
Ｑ１
ｋ（ｋ－１槡 ）

Ｑ２
槡ｋ

Ｏ
－２Ｑ２
槡６

…
Ｑ２
ｋ（ｋ－１槡 ）

… … … … …

Ｑｋ＝１
槡ｋ

Ｏ Ｏ …
（１－ｋ）Ｑｋ－１
ｋ（ｋ－１槡

























）

使 （１）ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｕ＝ 槡
ｋＲ Ｏ( )Ｏ Ｏ

；（２）

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝Ｕ

１

槡ｋ
Ｒ＋ Ｏ








Ｏ Ｏ
ＰＨ．

证明　（１）由条件容易验证，ＰＨＰ＝ＰＰＨ ＝Ｉ，即 Ｐ
为酉阵，又

ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）

Ｕ＝ＰＨ

Ａ
Ｑ１Ａ


Ｑｋ－１











Ａ

Ｕ＝

槡ｋＡＵ
Ｏ












Ｏ

＝ 槡ｋＲ
Ｈ Ｏ( )Ｏ Ｏ

．

（２）由（１）、命题１及文献［１１］知，

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝［Ｐ槡ｋＲ Ｏ( )Ｏ Ｏ

ＵＨ］
＋

＝Ｕ
１

槡ｋ
Ｒ＋ Ｏ








Ｏ Ｏ
ＰＨ．

２２　泛列延拓矩阵的ＱＲ分解
定理４　设Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｎ阶正交矩阵，已

知Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｍｎ）的 ｋ次泛列延拓矩阵为 Ｃ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）∈Ｃ
ｍ×ｋｎ，若有酉阵 Ｕ∈Ｃｍ×ｍ使 ＵＨＡ＝

Ｒ( )Ｏ，其
中Ｒ为ｎ×ｎ上三角阵，则

ＵＨＣ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｃ
Ｒ( )Ｏ；Ｑ１，…，Ｑｋ( )－１

证明　ＵＨＣ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）
＝ＵＨ Ａ， ＡＱ１， …， ＡＱｋ( )－１

＝ ＵＨＡ， ＵＨＡＱ１， …， ＵＨＡＱｋ( )－１

＝
Ｒ( )Ｏ， Ｒ( )ＯＱ１， …

Ｒ( )ＯＱｋ( )－１

＝Ｃ
Ｒ( )Ｏ；Ｑ１，…，Ｑｋ( )－１ ．

在定理４中，若取 Ｑ１＝Ｊ１，Ｑ２＝Ｊ２，…，Ｑｋ－１＝Ｊｋ－１
或为酉变换矩阵，则可得文［８］与文［９］中的定理２，因
此，定理４推广了文［８，９］的结果．

定理５　设Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｎ阶正交矩阵，已
知Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｎｍ）的 ｋ次泛列延拓矩阵为 Ｃ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）∈Ｃ
ｍ×ｋｎ，若有酉阵 Ｕ∈Ｃｎ×ｎ使 ＵＡＨ ＝

Ｒ( )Ｏ，即
ＡＵＨ ＝ ＲＨ( )Ｏ，其中 Ｒ为 ｍ×ｍ上三角阵，则存在
酉阵

Ｐ＝

Ｕ

槡ｋ
ＵＱ１
槡ｋ

ＵＱ２
槡ｋ

…
ＵＱｋ－１
槡ｋ

Ｕ

槡２
－ＵＱ１
槡２

Ｏ … Ｏ

Ｕ

槡６
ＵＱ１
槡６

－２ＵＱ２
槡６

… Ｏ

… … … … …

Ｕ
ｋ（ｋ－１槡 ）

ＵＱ１
ｋ（ｋ－１槡 ）

ＵＱ２
ｋ（ｋ－１槡 ）

…
（１－ｋ）ＵＱｋ－１
ｋ（ｋ－１槡

























）

使　（１）Ｐ［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
Ｈ ＝ 槡ｋＲ( )Ｏ ，即

Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｐ
Ｈ＝ 槡ｋＲ

Ｈ( )Ｏ；

（２）［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝ＰＨ

１

槡ｋ
（ＨＨ）＋








Ｏ
．

证明　由条件容易验证，ＰＨＰ＝ＰＰＨ ＝Ｉ，即 Ｐ为酉
阵，又

Ｐ［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
Ｈ＝Ｐ

ＡＨ

ＡＨ１Ａ
Ｈ



ＡＨｋ－１Ａ











Ｈ

＝

槡ｋＵＡ
Ｈ

Ｏ












Ｏ

＝槡ｋＲ( )Ｏ ．

由（１）、命题１及文［１１］知，
　　［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］

＋＝［槡ｋＲ
Ｈ( )ＯＰ］＋

＝ＰＨ 槡ｋＲ
Ｈ( )Ｏ ＋ＩＨ

＝ＰＨ
１

槡ｋ
（ＲＨ）＋








Ｏ
．

定理６　设Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｎ阶正交矩阵，已
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知Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｍｎ）的 ｋ次泛列延拓矩阵为 Ｃ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）∈Ｃ
ｍ×ｋｎ，若有酉阵 Ｕ∈Ｃｍ×ｍ使 ＵＨＡ＝

Ｒ( )Ｏ，其
中Ｒ为ｎ×ｎ上三角阵，则存在

Ｐ＝

Ｉｎ
槡ｋ

Ｉｎ
槡２

Ｉｎ
槡６

…
Ｉｎ
ｋ（ｋ－１槡 ）

ＡＨ１
槡ｋ

－ＡＨ１
槡２

ＡＨ１
槡６

…
ＡＨ１
ｋ（ｋ－１槡 ）

ＡＨ２
槡ｋ

Ｏ
－２ＡＨ２
槡６

…
ＡＨ２
ｋ（ｋ－１槡 ）

… … … … …

ＡＨｋ－１
槡ｋ

Ｏ Ｏ …
（１－ｋ）ＡＨｋ－１
ｋ（ｋ－１槡



























）

使（１）ＵＨＣ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｐ＝ 槡
ｋＲ Ｏ( )Ｏ Ｏ

；

（２）［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝Ｐ

１

槡ｋ
Ｒ＋ Ｏ








Ｏ Ｏ
ＵＨ．

证明　（１）由条件容易验证，ＰＨＰ＝ＰＰＨ ＝Ｉ，即 Ｐ
为酉阵，又

ＵＨＣ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｐ＝Ｕ
Ｈ Ａ ＡＱ１ … ＡＱｋ( )－１

Ｐ＝ 槡ｋＵ
ＨＡ Ｏ …( )Ｏ ＝ 槡ｋＲ Ｏ( )Ｏ Ｏ

．

（２）与定理３（２）的证明类似，此处从略．．

３　泛延拓矩阵的ＱＲ分解的算法
　　由以上讨论，可得以下算法：

算法１　Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｍｎ）的泛行延拓矩阵Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的ＱＲ
分解算法

步骤１　求矩阵Ａ的ＱＲ分解：ＵＨＡ＝
Ｒ( )Ｏ；

步骤２　计算定理１中的酉矩阵Ｐ；

步骤３　写出ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ 槡
ｋＲ( )０ ．

算法２　Ａ∈Ｒｍ×ｎ（ｎｍ）的泛列延拓矩阵Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的ＱＲ
分解算法

步骤１　求矩阵的ＡＨ的ＱＲ分解：ＵＡＨ＝
Ｒ( )Ｏ；

步骤２　计算定理５中的酉矩阵Ｐ；
步骤３　写出Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）ＰＨ＝ 槡ｋＲＨ( )Ｏ．

类似地，可得出与定理２、定理３、定理４，定理６的相应
分解的算法，此处从略．

一般地 求矩阵Ａ∈Ｃｍ×ｎ的泛行（列）延拓阵的 ＱＲ
分解，当 ｍｎ时，算法 １较好；当 ｎｍ时，算法 ２
较好．

例１　在多载波系统中，求以下信道矩阵

Ｒ（Ａ；Ｊ）＝
Ａ( )ＪＡ ＝

０ １ １
１ １ ０
１ ０ １
１ ０ １
１ １ ０

















０ １ １

，（其中Ｊ＝
０ ０ １
０ １ ０









１ ０ ０
）

的ＱＲ分解．
解　容易求出矩阵Ａ的ＱＲ分解为：Ａ＝ＵＲ，其中

Ｕ＝

０ ２

槡６
－１

槡３
１

槡２
１

槡６
１

槡３
１

槡２
－１

槡６
－１

槡

















３

，Ｒ＝

槡２
１

槡２
１

槡２

０ ３

槡６
１

槡６

０ ０ －２

槡

















３

于是按定理１的公式计算泛行延拓矩阵 Ｒ（Ａ；Ｊ）
的ＱＲ分解，得

Ｐ＝１

槡２
Ｕ Ｕ
ＪＵ －( )ＪＵ

＝

０ １

槡３
－１

槡６
０ １

槡３
－１

槡６
１
２

１

槡２３
１

槡６
１
２

１

槡２３
１

槡６
１
２ － １

槡２３
－１

槡６
１
２ － １

槡２３
－１

槡６
１
２ － １

槡２３
－１

槡６
－１２

１

槡２３
１

槡６
１
２

１

槡２３
１

槡６
－１２ － １

槡２３
－１

槡６

０ １

槡３
－１

槡６
０ －１

槡３
１

槡

































６

，

Ｒ１＝ 槡
２Ｒ( )０ ＝

２ １ １

槡０ ３ １

槡３

０ ０ －４

槡６
０ ０ ０
０ ０ ０





















０ ０ ０

使 ＰＨＲ（Ａ；Ｊ）＝Ｒ１，即

Ｒ（Ａ；Ｊ）＝ＰＲ１
显然：这比直接对信道矩阵 Ｒ（Ａ；Ｊ）进行 ＱＲ分解

简单得多，可减少ＭＩＭＯ检测器信号检测的复杂度．
在工程技术领域中，通常 Ｒ矩阵的数值及性态较
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之Ｑ矩阵更具应用价值．若只考虑 Ｒ矩阵 槡ｋＲ( )０ 运算

量，则算法１的运算量为 Ｏ［ｎ２（ｍ－ｎ／３）＋ｎ（ｎ＋１）／
２］；而直接计算整个 ｋ次泛行延拓矩阵 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）的Ｒ矩阵 槡ｋＲ( )０ 运算量 则达到 Ｏ［ｎ２（ｋｍ－ｎ／

３）］．由此可见：当待分析 ｋ次泛行延拓矩阵的维数较
大，特别当ｋ较高时，计算量和存储量的减少非常明显．

４　泛延拓矩阵ＱＲ分解的应用

４１　泛延拓矩阵的酉相抵性
作为泛延拓矩阵ＱＲ分解的直接应用，下面讨论泛

延拓矩阵的酉相抵性．
定理７　设Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｍ阶正交矩阵，已

知Ａ∈Ｃｍ×ｎ的ｋ次泛行延拓矩阵为 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）
∈Ｃｋｍ×ｎ，则存在酉阵

Ｐ＝

Ｉｍ
槡ｋ

Ｉｍ
槡２

Ｉｍ
槡６

…
Ｉｍ
ｋ（ｋ－１槡 ）

Ｑ１
槡ｋ

－Ｑ１
槡２

Ｑ１
槡６

…
Ｑ１
ｋ（ｋ－１槡 ）

Ｑ２
槡ｋ

Ｏ
－２Ｑ２
槡６

…
Ｑ２
ｋ（ｋ－１槡 ）

… … … … …

Ｑｋ＝１
槡ｋ

Ｏ Ｏ …
（１－ｋ）Ｑｋ－１
ｋ（ｋ－１槡

























）

使 （１）ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ 槡ｋＡ( )Ｏ ；（２）

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝

１

槡ｋ
Ａ＋( )ＯＰＨ．（３）Ｒ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）与 槡
ｋＡ( )Ｏ ｋｍ×ｎ

酉相抵．

证明　（１）由条件容易验证，ＰＨＰ＝ＰＰＨ ＝Ｉ，即 Ｐ
为酉阵，又

ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｐ
Ｈ

Ａ
Ｑ１Ａ


Ｑｋ－１











Ａ

＝

槡ｋＡ
Ｏ












Ｏ

＝ 槡ｋＡ( )Ｏ ．

（２）与定理１（２）的证明类似，此处从略．
（３）由（１）知：存在酉阵 ＰＨ，Ｉｎ使 Ｐ

ＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）Ｉｎ＝ 槡
ｋＡ( )Ｏ ｋｍ×ｎ

，故Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）与 槡ｋＡ( )Ｏ ｋｍ×ｎ

酉相抵．
定理８　设Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｎ阶酉矩阵，已知

Ａ∈Ｒｍ×ｎ的ｋ次泛列延拓矩阵为 Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）∈

Ｃｍ×ｋｎ，则存在酉阵

Ｐ＝

Ｉｎ
槡ｋ

Ｉｎ
槡２

Ｉｎ
槡６

…
Ｉｎ
ｋ（ｋ－１槡 ）

ＡＨ１
槡ｋ

－ＡＨ１
槡２

ＡＨ１
槡６

…
ＡＨ１
ｋ（ｋ－１槡 ）

ＡＨ２
槡ｋ

Ｏ
－２ＡＨ２
槡６

…
ＡＨ２
ｋ（ｋ－１槡 ）

… … … … …

ＡＨｋ－１
槡ｋ

Ｏ Ｏ …
（１－ｋ）ＡＨｋ－１
ｋ（ｋ－１槡



























）

使 （１）Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｐ＝ 槡ｋ( )Ａ Ｏ；（２）

［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］
＋＝Ｐ

１

槡ｋ
Ａ＋








Ｏ
．

（３）Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）与 槡ｋ( )Ａ Ｏ ｍ×ｋｎ酉相抵．

证明　（１）由条件容易验证，ＰＨＰ＝ＰＰＨ ＝Ｉ，即 Ｐ
为酉阵，又

　　Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）Ｐ＝ Ａ ＡＱ１ … ＡＱｋ( )－１

　　Ｐ＝ 槡ｋＡ Ｏ …( )Ｏ ＝ 槡ｋ( )Ａ Ｏ．
（２）与定理５（２）的证明类似，此处从略．
（３）由（１）知：存在酉阵 Ｉｍ，Ｐ使　ＩｍＣ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）Ｐ＝ 槡ｋ( )Ａ Ｏ ｍ×ｋｎ，故 Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）与

槡ｋ( )Ａ Ｏ ｍ×ｋｎ酉相抵．
４２　用泛延拓矩阵的ＱＲ分解估计系统参数

在系统辨识问题中，如何估计系统参数，已有的协

方差方法、最小二乘（ＲＬＳ）法和ＵＴＤＵ分解法都存在条
件数变大的毛病［１１］；由于酉变换保持被变换向量的Ｅｕ
ｃｌｉｄｅａｎ范数不变，因而相对来说估计系统参数的ＱＲ分
解法较好．

系统辨识问题是：已知在ｉ时刻系统输入值ｘ（ｉ）和
输出观测值ｙ（ｉ），其中 ｉ＝１，２，…，ｋｎ，估计系统参数向
量 ｚｐ＋１，这 可 转 化 为 求 解 以 下 最 小 二 乘 问 题：
ｍｉｎ
ｚｐ＋１
‖Ｂｋｎ×（ｐ＋１）ｚｐ＋１－ｙｋｎ‖

２
２， 其 中， Ｂｋｎ×（ｐ＋１） ＝

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋｎ）
Ｈ，ｘｉ＝（ｘ（ｉ），ｘ（ｉ－１），…，ｘ（ｉ－ｐ））

Ｈ，

ｙｋｎ＝（ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（ｋｎ））
Ｈ．

若Ｂｋｎ×（ｐ＋１）正好是一个 ｎ×（ｐ＋１）矩阵 Ａ的 ｋ次
泛行延拓矩阵Ｂｋｎ×（ｐ＋１）＝Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）（其中 Ｑ１，
Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为ｎ阶正交矩阵），Ａ的ＱＲ分解为Ａ＝Ｕ
Ｒ( )Ｏ，其中Ｕ为 ｎ阶酉矩阵，Ｒ为 ｐ＋１阶上三角阵，则
由定理１知，存在ｋｎ阶酉矩阵Ｐ使

ＰＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ 槡
ｋＲ( )Ｏ ，即ＰＨＢｋｎ×（ｐ＋１）＝ 槡

ｋＲ( )Ｏ
所以，上述最小二乘问题便化为：
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ｍｉｎ
ｚｐ＋１
‖Ｂｋｎ×（ｐ＋１）ｚｐ＋１－ｙｋｎ‖

２
２＝

ｍｉｎ
ｚｐ×１
‖ＰＨＢｋｎ×（ｐ＋１）ｚｐ＋１－Ｐ

Ｈｙｋｎ‖
２
２＝

ｍｉｎ
ｚｐ×１
‖槡ｋＲｚｐ＋１－珋ｙｐ＋１‖

２

２＋‖珓ｙｋｎ－ｐ－１‖
２
２

式中
珋ｙｐ＋１
珓ｙｋｎ－ｐ( )

－１

＝ＰＨｙｋｎ，且珋ｙｐ＋１是（ｐ＋１）×１向量，

珓ｙｋｎ－ｐ－１是（ｋｎ－ｐ－１）×１向量，再解槡ｋＲｚｐ＋１＝珋ｙｐ＋１即可
得到 系 统 参 数 向 量 ｚｐ＋１，且 最 小 残 差 值 等 于
‖珓ｙｋｎ－ｐ－１‖

２
２显然这比直接对 Ｂｋｎ×（ｐ＋１）作 ＱＲ分解求

ｚｐ＋１简便．

５　结束语
　　本文研究了泛延拓矩阵的性质、ＱＲ分解、广义逆
及酉相抵的一系列公式与快速算法，导出了泛延拓矩

阵与母矩阵的ＱＲ分解、广义逆及酉相抵之间的定量关
系；用母矩阵代替泛延拓矩阵求 ＱＲ分解、广义逆及酉
相抵，既能大大减少计算量和储存量，又不会丧失数值

精度；同时探讨了系统参数估计问题．该文推广和丰富
了文献［８，９］的研究内容，如定理１与定理４推广了文
献［８，９］的结果，定理２、定理３、定理５、定理６、定理７
与定理８等是所获得的崭新结果．

衷心感谢编审专家对拙作的高度评价和提出的合

理化建议！
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